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Abstrak—Tower of Hanoi adalah teka-teki kombinatorial yang 

seringkali dibahas dalam ilmu Matematika dan Informatika. 

Dengan induksi, dapat dibuktikan bahwa banyak langkah 

minimum untuk menyelesaikan permainan ini bertumbuh 

eksponensial dengan bertambahnya ukuran teka-teki. Algoritma 

divide and conquer dapat digunakan untuk mencari urutan 

langkah tersebut secara efisien dengan kompleksitas waktu 

asimptotik yang berbanding lurus dengan banyaknya langkah 

minimum. 

Kata Kunci—Induksi; Kompleksitas; Algoritma;  

I. PENDAHULUAN 

Kemampuan komputer modern telah jauh melampaui 
kemampuan manusia dalam melakukan komputasi sederhana. 
Hal tersebut memungkinkan manusia untuk menggunakan 
komputer untuk mensimulasikan permasalahan dalam skala 
yang sebelumnya tidak dapat dicapai. Salah satu aplikasi 
simulasi yang sering digunakan adalah simulasi permasalahan 
permainan kombinatorial, dimana komputasi dalam skala besar 
tidak jarang dibutuhkan.   

Permainan kombinatorial adalah salah satu cabang ilmu 
Kombinatorika yang mempelajari permainan yang memiliki 
perfect information, dimana semua pemain memiliki informasi 
lengkap mengenai kondisi dan keadaan permainan. Selain itu, 
permainan kombinatorial bersifat deterministik, yang berarti 
semua langkah akan memiliki konsekuensi yang pasti. Hal 
tersebut berarti permainan yang melibatkan lemparan dadu atau 
keberuntungan tidak termasuk dalam permainan kombinatorial. 
Salah satu cabang permainan kombinatorial dimana permainan 
hanya dimainkan oleh satu orang disebut combinatorial puzzle.  

Tower of Hanoi merupakan salah satu contoh combinatorial 
puzzle yang dimainkan oleh satu pemain. Pada permainan 
tersebut, pemain diberikan sebuah menara piringan yang harus 
dipindahkan dari satu pasak ke pasak lainnya, tetapi piringan 
yang lebih besar tidak boleh diletakkan diatas piringan yang 
lebih kecil, dan piringan harus dipindahkan satu per satu. 

Permasalahan yang seringkali dibahas dalam ilmu 
Informatika adalah bagaimana urutan langkah  menyelesaikan 
Tower of Hanoi menggunakan banyak langkah minimum. Pada 
makalah ini, akan dibahas bagaimana cara menentukan banyak 
langkah minimum tersebut, serta bagaimana cara mencari urutan 
langkah penyelesaian Tower of Hanoi menggunakan Divide and 
Conquer. 

 

Gambar 1.1 Tower of Hanoi 

Sumber: wikimedia.org 

II. LANDASAN TEORI 

A. Tower of Hanoi 

 Tower of Hanoi adalah sebuah permainan klasik yang 
bertujuan memindahkan sebuah menara dari satu pasak ke pasak 
lainnya. Pada permainan klasik Tower of Hanoi, terdapat tiga 
pasak 𝐴, 𝐵, dan 𝐶, serta terdapat 𝑛 buah piringan yang 
membentuk sebuah menara pada salah satu pasak. Semua 
piringan memiliki ukuran yang berbeda, dan menara awal adalah 
piringan yang disusun dari piringan terbesar ke terkecil. Piringan 
hanya boleh dipindahkan satu per satu, dan saat memindahkan 
piringan, tidak ada piringan yang boleh diletakkan diatas 
piringan yang lebih kecil dari piringan tersebut. Dengan aturan 
tersebut, seluruh menara harus dipindahkan dari satu pasak ke 
pasak lainnya. 

 Dalam ilmu Matematika, permasalahan yang sering 
dibahas adalah berapa banyak langkah minimum yang 
diperlukan untuk menyelesaikan permainan Tower of Hanoi 
relatif terhadap banyak piringan pada menara. Kemudian, dalam 
dunia Informatika, permasalahan yang muncul adalah apa saja 
urutan langkah yang diperlukan agar permainan Tower of Hanoi 
dapat diselesaikan dengan banyak langkah minimum tersebut. 
Permasalahan urutan langkah tersebutlah yang akan dibahas 
pada makalah ini. 
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Gambar 2.1 Contoh Penyelesaian Tower of Hanoi 

Sumber: geeksforgeeks.org 

B. Induksi Matematika 

Induksi matematika adalah salah satu teknik yang dapat 
digunakan untuk membuktikan suatu pernyataan matematis. 
Induksi dapat membuktikan suatu pernyataan yang bersifat 
umum dari suatu pernyataan yang bersifat khusus. Induksi 
melibatkan suatu basis yang menyatakan bahwa pernyataan 
yang ingin dibuktikan benar untuk beberapa nilai 𝑛.  Kemudian, 
induksi membutkikan suatu langkah induksi yang membuktikan 
jika pernyataan benar untuk suatu nilai 𝑛, maka pernyataan juga 
akan benar untuk nilai lainnya. 

Terdapat beberapa jenis induksi matematika berdasarkan 
variasi basis dan langkah induksi. Induksi lemah membuktikan 
basis untuk satu nilai 𝑛, dan kemudian memiliki langkah induksi 
yang membuktikan bahwa jika pernyataan benar untuk 𝑛, maka 
pernyataan juga benar untuk 𝑛 + 1.  Induksi kuat membuktikan 
basis benar untuk semua nilai 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, dan kemudian 
memiliki langkah induksi yang membuktikan bahwa pernyataan 
benar untuk 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1.  

Berikut merupakan pembuktian induksi lemah pada 
pernyataan 𝑛2 ≥ 𝑛 untuk 𝑛 ≥ 0. 

1. Basis: 
𝑛 = 0 → 0 = 𝑛2 ≥ 𝑛 = 0 

2. Langkah induksi: 
(𝑛 + 1)2 = 𝑛2 + 2𝑛 + 1 

𝑛2 ≥ 𝑛 → 𝑛2 + 2𝑛 + 1 ≥ 3𝑛 + 1 
𝑛 ≥ 0 → 3𝑛 + 1 ≥ 𝑛 + 1 

3. Kesimpulan: 
Pernyataan benar untuk 𝑛 = 0, dan jika 𝑛2 ≥ 𝑛 untuk 
suatu 𝑛 benar, maka (𝑛 + 1)2 ≥ 𝑛 + 1 benar, sehingga 
pernyataan benar untuk semua 𝑛 bilangan asli. 

 Dari bukti tersebut, terlihat bahwa induksi dapat 
membuktikan suatu pernyataan secara tidak langsung, dengan 
menunjukkan bahwa suatu basis dan langkah induksi benar. 

C. Kompleksitas Waktu 

 Kompleksitas waktu suatu algoritma adalah salah satu 
metrik pengukuran yang dapat mengukur efisiensi algoritma. 
Kompleksitas waktu diukur dari banyaknya operasi komputasi 
primitif yang dilakukan suatu algoritma. Operasi primitif yang 
dimaksud antara lain operasi baca/tulis (input/output), 
aritmetika, assignment, pemanggilan fungsi, dan sebagainya. 

Komputer modern dapat melakukan hingga 109 operasi primitif 
tersebut dalam satu detik. 

 

Gambar 2.2  Grafik perbandingan ukuran masukan terhadap 

waktu komputasi algoritma 

Sumber: Slide Materi Kuliah 

 Kompleksitas waktu asimptotik mengukur peningkatan 
kompleksitas waktu terhadap peningkatan ukuran input. Suatu 
algoritma umumnya dinilai dari kompleksitas waktu asimptotik 
yang dimilikinya. Kompleksitas waktu persis tidak diperlukan 
sebab jumlah operasi primitif yang dilakukan suatu algoritma 
pada umumnya tidak dibutuhkan untuk menilai apakah suatu 
algoritma feasible atau tidak. Hal tersebut dapat diperkirakan 
menggunakan kompleksitas waktu asimptotik, yang seringkali 
dilambangkan dengan notasi Big-O. Suatu algoritma dengan 
kompleksitas waktu asimptotik 𝑂(𝑓(𝑁)) dapat berjalan dalam 
waktu berorder paling besar 𝑓(𝑁), dengan 𝑁 adalah besarnya 
masukan. 

 

Gambar 2.3  Grafik perbandingan efisiensi beberapa notasi 

Big-O 

Sumber: bigocheatsheet.com 

 Efisiensi satu algoritma dinilai dari orde kompleksitas waktu 

asimptotiknya. Semakin kecil orde yang dimilikinya, maka 

semakin efisien algoritma tersebut dalam menyelesaikan 

permasalahan dengan cepat. 
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Tabel 2.1 Kompleksitas beberapa algoritma umum 

Kompleksitas Algoritma 

𝑂(1) Operasi primitif 

𝑂(log (𝑁)) Binary search 

𝑂(𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑁)) Cek keprimaan suatu bilangan 

𝑂(𝑁) Linear search, 

𝑂(𝑁 log(𝑁)) Merge sort, Heap sort 

𝑂(𝑁2) Dynamic Programming, Dijkstra 

𝑂(𝑁3) Floyd-Warshall, Perkalian Matriks 

𝑂(2𝑁) Enumerasi subset 

𝑂(𝑁!) Enumerasi permutasi 

 

D. Divide and Conquer 

Divide and Conquer adalah salah satu metode penyelesaian 
masalah yang sering digunakan dalam ilmu komputer. Metode 
ini membagi sebuah permasalahan menjadi beberapa sub 
permasalahan yang serupa dengan permasalahan awal, yang 
kemudian akan terus dibagi lagi sampai permasalahan memiliki 
ukuran yang diinginkan. Terdapat beberapa tahapan dari divide 
and conquer, yaitu: 

1. Divide 
Tahap ini membagi permasalahan menjadi beberapa sub 
permasalahan lebih kecil yang akan masing-masing 
diselesaikan. 

2. Conquer 
Tahap ini akan menyelesaikan permasalahan jika 
ukuran permasalahan sudah memenuhi permintaan. 

3. Combine 
Tahap ini akan menggabungkan solusi-solusi tiap sub 
problem menjadi satu solusi yang utuh. 

Perhatikan bahwa tiap penyelesaian permasalahan akan 
menyelesaikan tiap sub masalah yang identik. Oleh karena itu, 
divide and conquer umumnya diimplementasikan sebagai fungsi 
yang rekursif, dimana fungsi solver masalah akan kemudian 
memanggil dirinya sendiri dengan parameter yang berbeda. 

Salah satu algoritma populer yang sering digunakan bersama 
strategi divide and conquer adalah algoritma binary search yang 
bekerja dengan prinsip yang sama. Algoritma binary search 
adalah algoritma yang dapat menemukan letak suatu elemen 
dalam suatu array yang sudah terurut. Algoritma ini akan 
mengecek elemen tengah array. Jika elemen tersebut merupakan 
elemen yang ingin dicari, maka pencarian berhenti. Jika bukan, 
maka algoritma binary search akan dijalankan lagi pada kiri atau 
kanan array. Jika elemen tengah tersebut lebih kecil dari elemen 
yang ingin dicari, maka akan dilakukan binary search dari 
tengah sampai akhir array. Sebaliknya, jika elemen tengah 
tersebut lebih besar dari elemen yang ingin dicari, maka akan 
dilakukan binary search dari awal sampai tengah array. 

 

Gambar 2.4 Algoritma Binary Search dalam C++ 

Sumber: Dokumen Pribadi 

 Pencarian dengan binary search tersebut menghasilkan 
algoritma dengan kompleksitas waktu asimptotik 𝑂(log(𝑁)). 
Algoritma tersebut jauh lebih efisien dari algoritma linear 
search, yang membutuhkan waktu 𝑂(𝑁). Algoritma tersebut 
merupakan salah satu contoh pengaplikasian divide and conquer 
dalam penyelesaian suatu permasalahan dengan efisien. 
Pembagian masalah menjadi beberapa sub masalah yang lebih 
kecil dapat mengurangi operasi primitif yang perlu dilakukan, 
sehingga masalah dapat diselesaikan dengan lebih efisien. 

III. PENCARIAN SOLUSI TOWER OF HANOI MENGGUNAKAN 

DIVIDE AND CONQUER 

A. Menentukan Banyak Langkah Minimum Penyelesaian 
Tower of Hanoi 

Permainan Tower of Hanoi dengan 𝑛 buah piringan dapat 
diselesaikan dengan cara berikut: 

1. Pindahkan 𝑛 − 1 piringan teratas dari pasak asal ke 
pasak perantara (bukan pasak destinasi) 

2. Pindahkan piringan terbesar dari pasak asal ke pasak 
destinasi 

3. Pindahkan 𝑛 − 1 piringan teratas dari pasak perantara 
ke pasak destinasi 

Aksi 1 dan 3 sebenarnya juga merupakan permainan Tower 
of Hanoi dengan 𝑛 − 1 piringan, dan asal atau destinasi pasak 
yang diubah. Perhatikan bahwa ini juga merupakan aksi paling 
optimal yang dapat dilakukan karena piringan terbesar harus 
dipindahkan minimal satu kali dari pasak asal ke pasak destinasi, 
dan dalam aksi tersebut, piringan terbesar memang hanya 
dipindahkan tepat satu kali. Misalkan banyak langkah minimum 
untuk menyelesaikan permainan Tower of Hanoi dengan banyak 
piringan 𝑛 adalah 𝑇𝑛. Maka, dari ketiga aksi tersebut, dapat 
disimpulkan bahwa: 

𝑇𝑛 = 2𝑇𝑛−1 + 1 

Dari persamaan 𝑇𝑛 tersebut, akan dibuktikan dengan induksi 
bahwa 𝑇𝑛 = 2𝑛 − 1. 

1. Basis Induksi:  

Jika hanya terdapat satu piringan (𝑛 = 1), maka jelas bahwa 
langkah minimum yang diperlukan untuk memindahkan menara 
dari asal ke tujuan adalah satu. Hal ini juga memenuhi  𝑇1 =
21 − 1 = 1. 

2. Langkah Induksi: 
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Asumsikan bahwa 𝑇𝑘 = 2𝑘 − 1. Maka, didapat bahwa 

𝑇𝑘+1 = 2𝑇𝑘 + 1 =  2 ∗ (2𝑘 − 1) + 1 = 2𝑘+1 − 1. Maka, 
berdasarkan basis dan langkah induksi, klaim 𝑇𝑛 = 2𝑛 − 1 
benar. 

 Maka, diperoleh bahwa langkah minimum yang 
diperlukan untuk menyelesaikan Tower of Hanoi dengan tinggi 
menara atau banyak piringan 𝑛 adalah 2𝑛 − 1. 

B. Solusi Naif Tower of Hanoi 

 Permainan Tower of Hanoi dapat diselesaikan secara brute 
force untuk ukuran menara (𝑛) kecil. Solusi dapat dicari dengan 
melakukan pencarian semua kemungkinan langkah dari tiap 
posisi, dan mencetak langkah jika jawaban ditemukan. Misalkan 
ketiga pasakan bernama 𝐴, 𝐵, dan 𝐶 Dalam tiap posisi, terdapat 
enam kemungkinan langkah, yaitu memindahkan piringan dari 
𝐴 → 𝐵, 𝐴 → 𝐶, 𝐵 → 𝐶, 𝐵 → 𝐴, 𝐶 → 𝐴, dan 𝐶 → 𝐵. Kemudian, 
akan dibentuk state permainan baru dari gerakan yang dicoba. 
Berikut merupakan sedikit cuplikan penyelesaian Tower of 
Hanoi menggunakan brute force dalam C++: 

 

Gambar 3.1 Cuplikan fungsi bruteForce dalam penyelesaian 

Tower of Hanoi dengan algoritma Brute Force dalam C++ 

Sumber: Dokumen Pribadi 

 

Gambar 3.2 Cuplikan fungsi main dalam penyelesaian Tower 

of Hanoi dengan algoritma Brute Force dalam C++ 

Sumber: Dokumen Pribadi 

 

 

Gambar 3.3 Solusi Tower of Hanoi untuk n=3 

Sumber: Dokumen Pribadi 

Karena tiap iterasi harus mengecek hingga enam langkah, maka 

algoritma ini memiliki kompleksitas worst case 

𝑂(6𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑘𝑎ℎ). Jika kita mengasumsikan bahwa algoritma 

dapat menemukan solusi terpendek, maka algoritma brute force 

akan memiliki kompleksitas worst case 𝑂(62𝑛−1) dengan 𝑛 

adalah banyak piringan menara Hanoi. Terlihat bahwa algoritma 

brute force ini sangat tidak efisien, dimana algoritma hanya 

feasible untuk komputer modern untuk 𝑛 < 8. Tetapi, jika 

pengecekan selalu benar, maka algoritma ini akan memiliki 

kompleksitas dengan best case 𝑂(𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑘𝑎ℎ), dimana 

banyak langkah minimum yang mungkin adalah 2𝑛 − 1. Maka, 

algoritma brute force ini mempunyai kompleksitas waktu best 

case 𝑂(2𝑛 − 1) dan worst case 𝑂(62𝑛−1). 

 

Gambar 3.4 Plot banyak operasi primitif algoritma Brute 

Force terhadap ukuran masukan 

Sumber: Dokumen Pribadi 
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C. Pencarian Solusi Tower of Hanoi Menggunakan Divide 
and Conquer 

Solusi Tower of Hanoi dapat dicari secara lebih efektif 
menggunakan teknik divide and conquer. Seperti pada 
pembuktian langkah minimum solusi Tower of Hanoi, 
permainan Tower of Hanoi dengan 𝑛 buah piringan dapat 
diselesaikan dengan cara berikut: 

1. Pindahkan 𝑛 − 1 piringan teratas dari pasak asal ke 
pasak perantara (bukan pasak destinasi) 

2. Pindahkan piringan terbesar dari pasak asal ke pasak 
destinasi 

3. Pindahkan 𝑛 − 1 piringan teratas dari pasak perantara 
ke pasak destinasi 

Langkah tersebut dapat diterjemahkan ke algoritma divide 
and conquer dengan fungsi pencari solusi Tower of Hanoi: 
ℎ𝑎𝑛𝑜𝑖(𝑛, 𝑠𝑟𝑐, 𝑑𝑒𝑠𝑡, 𝑎𝑢𝑥), dengan rincian: 

1. Divide 
Jika 𝑛 ≥ 2, selesaikan tiap sub permasalahan berikut: 

a. ℎ𝑎𝑛𝑜𝑖(𝑛 − 1, 𝑠𝑟𝑐, 𝑎𝑢𝑥, 𝑑𝑒𝑠𝑡) 

b. ℎ𝑎𝑛𝑜𝑖(1, 𝑠𝑟𝑐, 𝑑𝑒𝑠𝑡, 𝑎𝑢𝑥) 

c. ℎ𝑎𝑛𝑜𝑖(𝑛 − 1, 𝑎𝑢𝑥, 𝑑𝑒𝑠𝑡, 𝑠𝑟𝑐) 

2. Conquer 
Jika 𝑛 = 1, pindahkan piringan dari 𝑠𝑟𝑐 ke 𝑑𝑒𝑠𝑡. 

3. Combine 
Gabung seluruh solusi menjadi langkah yang terurut. 

 Jika pemanggilan fungsi dilakukan secara terurut sesuai pada 
tahap Divide, dan jika solusi hanya ingin dicetak, maka masing-
masing langkah dapat langsung dicetak pada tahap Conquer. 

 

Gambar 3.5 Penyelesaian Tower of Hanoi dengan algoritma 

Divide and Conquer dalam C++ 

Sumber: Dokumen Pribadi 

 Solusi divide and conquer memberikan kompleksitas waktu 

asimptotik 𝑂(𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑘𝑎ℎ), yaitu 𝑂(2𝑛 − 1). Orde solusi 

ini jauh lebih efisien dari solusi yang dihasilkan secara brute 

force, dimana solusi ini masih feasible hingga 𝑛 < 30. 

 

 Gambar 3.6 Solusi optimal Tower of Hanoi untuk n=5 

Sumber: Dokumen Pribadi 

D. Perbandingan algoritma Divide and Conquer dan Brute 
Force dalam penyelesaian Tower of Hanoi 

 Untuk nilai 𝑛 kecil, dapat terlihat bahwa tidak terdapat 
perbedaan jauh dalam kinerja algoritma brute force dan divide 
and conquer. Untuk beberapa kasus, algoritma brute force 
bahkan dapat memiliki execution time yang lebih rendah 
meskipun menghasillkan solusi dengan banyak langkah yang 
lebih banyak. Hal tersebut disebabkan pemanggilan fungsi yang 
dilakukan algoritma brute force bisa jadi lebih sedikit dibanding 
algoritma divide and conquer jika langkah yang diperiksa 
kebetulan langsung menuju ke solusi. Hal tersebut berbeda 
dengan divide and conquer yang melakukan banyak panggil 
fungsi yang sudah pasti. 
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Gambar 3.7 Kinerja algoritma Brute Force untuk n=3 
Sumber: Dokumen Pribadi 

 

Gambar 3.8 Kinerja algoritma Divide and Conquer untuk n=3 
Sumber: Dokumen Pribadi 

 Namun, untuk 𝑛 yang lebih besar, algoritma Brute Force 
sudah tidak bisa menghasilkan solusi. Hal tersebut 
mengillustrasikan pengaruh kompleksitas waktu asimptotik 
seiring bertambahnya ukuran masukan. 

 

 

Gambar 3.9 Kinerja algoritma Brute Force untuk n=10 
Sumber: Dokumen Pribadi 

 

Gambar 3.10 Kinerja algoritma Divide and Conquer untuk 
n=10 

Sumber: Dokumen Pribadi 

IV. KESIMPULAN 

 Permasalahan Tower of Hanoi dapat diselesaikan dengan 
banyak langkah minimum 2𝑛 − 1 dengan 𝑛 adalah banyak 
piringan. Dengan algoritma divide and conquer, kita dapat 
mencari urutan langkah tersebut dengan kompleksitas waktu 
asimptotik 𝑂(2𝑛 − 1). Solusi tersebut merupakan solusi yang 
jauh lebih efisien dari solusi brute force yang memiliki 

kompleksitas waktu asimptotik terburuk 𝑂(62𝑛−1). 
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